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1 非線形波動方程式の解の lifespan と零構造の関わり: 復習
この節を通し, t\in \mathbb{R} と  x=(x_{1}, x_{2}, x_{3})\in \mathbb{R}^{3} に対して  \partial_{0}=\partial_{t}=\partial/\partial t,  \partial_{j}=\partial/\partial x_{j}
 (j=1,2,3),  \nabla_{x}=(\partial_{1}, \partial_{2}, \partial_{3}),  \partial=(\partial_{t}, \nabla_{x})=(\partial_{k})_{0\leq k\leq 3},  \triangle=\partial_{1}^{2}+\partial_{2}^{\prime 2}+\partial_{3}^{2},  \square =\partial_{t}^{2}-\triangle と
いう記法を用いる.初期値問題
 \begin{array}{l}
口 u=F, t>0, x\in \mathbb{R}^{3},
u(0, x)=\varepsilon\varphi(x) , \partial_{t}u(0, x)=\varepsilon\psi(x) : x\in 
\mathbb{R}^{3},
\end{array} (1.1)
を考える.ここで   u:[0, \infty )  \cross \mathbb{R}^{3}arrow \mathbb{R} は未知関数,  \varphi,  \psi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{3}) は与えられた関数,  \varepsilon>0
は十分小さいパラメーターであるとする1.  F\equiv 0 ならば線形であり,性質はよくわかってい
1初期条件をこのような形で与えるのは,初期値の持つ情報のうち 「大きさ」 とそれ以外を分離しておいた
方が今の目的のためには都合がよいからである.また,   c_{0}\infty という制約についてもある程度の緩和は可能であ
るが,そういった点にはここでは立ち入らない.
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る.興味があるのは非線形の場合である.ここでは特に,  a,  b\in \mathbb{R} を定数として
 F=a(\partial_{t}u)^{2}+b|\nabla_{x}u|^{2} (1.2)
で与えられる場合から話を始めよう.1981年に John [19] は  (a, b)=(1,0) の場合に非線形項
(1.2) を伴う初期値問題 (1.1) の非自明な古典解が,  \varepsilon がいくら小さくても有限時間で爆発す
ることを示した.その後の多くの研究により,  a+b\neq 0 の場合にも古典解は有限時間で爆発
することが分かっている (例えばHanouzet‐Joly [6] 等).これに対し,  a+b=0 の場合には,  \varepsilon
がある程度小であれば  (1.1)-(1.2) の古典解は時間大域的に存在する.実際このとき方程式は
口  u=a((\partial_{t}u)^{2}-|\nabla_{x}u|^{2}) (1.3)
となるが,これは  w(t, x)=\{1-e^{-au(t,x)}\}/a とおくことで自由波動方程式口  w=0 へ変換さ
れる.また,容易に分かるように,  \varepsilon が十分小さければ,  w に対応する初期値も  C_{0}^{\infty} であって
十分小さい.したがって
 u(t, x)= \frac{-1}{a}\log(1-aw(t, x))=w+\frac{a}{2}w^{2}+\frac{a^{2}}{3}w^{3}+
が所望の大域解となる2. この  a+b\neq 0 と  a+b=0 とでの著しい違いをどう理解したらい
いのだろうか? これが零条件への最初の一歩である.
次に,gjkl を実定数として,
 F= \sum_{j,k,l=0}^{3}g_{jkl}(\partial_{j}u)\partial_{k}\partial_{l}u (1.4)
で与えられる場合に注目しよう.1987年,John[20] と Hörmander[16] は独立に次のことを示
した:
命題 LL 非線形項 (1.4) を伴う初期値問題 (1.1) の古典解の最大存在時間を異 とするとき,
 1 \dot{{\imath}}m\inf_{\varepsilonarrow+0}\varepsilon\log T_{\varepsilon}
\geq\frac{1}{\sup_{(\rho,\omega)\in R\cross S^{2}}\{G(\omega)\partial_{\rho}^{2}
\Phi(\rho,\omega)\}}\in(0, +\infty] (ı.5)
が成り立つ (右辺が1/0となる場合は  +\infty と読み替える). ここで  S^{2} は2次元単位球面であ
り  \omega=(\omega_{1}, \omega_{2}, \omega_{3})\in S^{2} に対して
 G( \omega)=\frac{-1}{2}\sum_{j,k,l=0}^{3}g_{jkl}\tilde{\omega}_{j}
\tilde{\omega}_{k}\tilde{\omega}_{l}, \overline{\omega}_{j}=\{\begin{array}{ll}
-1   (j=0)_{\backslash }
\omega_{j}   (j=1,2,3) .
\end{array}
 \overline{2[25]}のp.45  \}_{-}'1は,  arrow\vee の  arrow- とを指摘し  \gamma_{-}\wedge のは Nirenberg であると書いてある ([27] の序文も参照のこと).な
お,この考察から,(1.3) の大域解  u(t, x) は   tarrow+\infty において  w(t, x) に漸近する (つまり,漸近的に自由であ
る  ) ことも分かる.
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また,
  \Phi(\rho, \omega)=\frac{1}{4\pi}\int_{\omega\cdot y=p}\psi(y)d\sigma_{y}-
\frac{1}{4\pi}\frac{\partial}{\partial\rho}\int_{\omega\cdot y=\rho}\varphi(y)
d\sigma_{y}, (\rho, \omega)\in \mathbb{R}\cross S^{2}.
注意1.1.  G は非線形項の形状 (つまり gjゆのみで決まる関数,  \Phi は初期値のうち大きさ以
外の情報 (つまり  \varphi と  \psi ) のみで決まる関数である.
任意の  \omega\in S^{2} に対して  G(\omega)=0 が満たされるとき,零条件が満たされるという3. この
とき (1.5) の右辺は  +\infty となり,解の存在時間は一般の場合よりも長いことが見て取れるが,
実はより強く,  \varepsilon が十分小さい時   T_{\varepsilon}=+\infty であること,つまり小さい初期値に対する時間大
域解の存在,が示されている (Klainerman[26], Christodoulou[4]). また,簡単な代数計算によ
り,  F が(1.4) で与えられる場合に零条件が満たされることは,  F が  Q_{0}(u, \partial_{k}'u)(0\leq k\leq 3)
および  Q_{jk}(u, \partial_{l}u)(0\leq j, k, l\leq 3) の線形結合として表せることと同値であることが確かめ
られる.但し  Q_{0},  Q_{jk} (は




 H_{j}=t\partial_{j}+x_{j}\partial_{t}(1\leq j\leq 3) ,  1l_{kl}=x_{k}\partial_{l}-x_{l}\partial_{k}(1\leq k<l\leq 3) ,  S=t'\partial_{t}+x\cdot\nabla_{x}
によって定まるベクトル場は  [\square , H_{j}]=[\square ,  (1_{kl} ]  =0,  [\square , S]=2口という交換関係を満たすと
いう意味で口と相性の良いベクトル場と言えるが,これらを用いると零形式は
 Q_{0}(f, g)= \frac{1}{t}\{(Sf)(\partial_{t}g)-\sum_{j=1}^{3}(\partial_{j}f)
(H_{j}g)\},
  Q_{kl}(f, g)= \frac{1}{t}\{\prime
のように,顕わな減衰因子  1/t を持つ形に書き替えることができる(これは [26] における証
明のポイントの1つであった).また,先に述べた Nirenberg の例 (1.3) は口  u=aQ_{0}(u, u) と
書かれる.
不等式 (1.5) は最適であることも知られている.つまり  \varphi,  \psi に対する適当な条件の下で,
 1 i_{M}\sup_{+\varepsilon\cdot 0}\varepsilon\log T_{\varepsilon}\leq\frac{1}
{\sup_{(\rho,\omega)\in R\cross S^{2}}\{G(\omega)'\partial_{\rho}^{2}\Phi(\rho,
\omega)\}}
3ここでは  F が(1.4) で与えられる場合に限って述べているが,零条件はより一般の非線形項を伴う波動方程
式に対しても定義できる.要は,非線形項の中の  \partial^{\alpha}u を  \tilde{\omega}^{\alpha} に置き換えて作った  \omega に関する関数が  S^{2} 上で恒等
的に消えることである.例えば  F が(1.2) で与えられる場合に  G(\omega) に相当するのは  a(-1)^{2}+b|\omega|^{2}=a+b|\omega|^{2}
であり,これが任意の  \omega\in S^{2} に対して消えるための必要十分条件は,  a+b=0 が満たされることである.
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が成り立つ (Alinhac[l], Chistodoulou[5] 等). この方面に関する最近の進展は,例えば [39] 等に
詳しく書かれている.また,関連事項として (上述の零条件よりも弱い) ‘(weak null condition”
と呼ばれる構造条件にも一言だけ触れておく.これは一般相対論におけるEinstein 方程式の
研究に動機づけられて2003年前後にLindblad‐Rodnianski [31], [32] によって導入されたも





2 1D cubic NLS の解の長時間挙動に関する諸結果: 復習
以下では  i=\sqrt{-}ı,  t>0,  x\in \mathbb{R} とし.
 i \partial_{t}u+\frac{1}{2}\partial_{x}^{2}u=N (2.1)
に対する初期値問題を,適当な意味で十分小さな初期値の下で考える (より正確な設定は,次
節で主結果を述べる際に記す).ここで  N は  u,  \partial_{x}u,  \overline{u},  \overline{\partial_{x}u} についての3次斉次多項式とす
る.よく知られているように,  \mathbb{R} 上の Schrödinger 方程式に対して3次の非線形項は長時間
挙動を摂動によって取り扱う際の臨界幕の1つである.平たく言えば,一般に初期値がどん
なに小さくても解の長時間挙動は自由発展 (  N=0 の場合) とは本質的に異なったものとな
る4. 例えば
 N=\lambda|u|^{2}u (2.2)
で  \lambda\in \mathbb{R}\backslash \{0\} の場合 , (2.1) の小振幅解は   tarrow\infty において
 u(t, x)= \frac{1}{\sqrt{it}}\alpha(x/t)e^{ix^{2}/(2t)-i\lambda|\alpha(x/t)|^{2}
\log t}+r(t, x) ;  \Vert r(t, \cdot)\Vert_{L}\infty=o(t^{-{\imath}/2}) (2.3)
という振る舞いをすることが知られている (Hayashi‐Naumkin [8]). ここで  \alpha :  \mathbb{C}arrow \mathbb{R} は
適当な有界連続関数である.この表示からの大事な帰結として,解は自由発展と同じ各点的
な減衰レート  0(t^{-1/2}) を持つが,非線形効果による対数的な修正因子が解に振動を与えて
いることを見て取れる.なお,この主張において  \lambda が実数であるという点は本質的である.
実際,同じ非線形項 (2.2) でも  \lambda が複素数の場合には (2.3) とは違った非線形効果が現れる.
Shimomura[38] によれば,  {\rm Im}\lambda<0 の場合には解の各点的な減衰レートは  0((t\log t)^{-1/2}) と
なる (直観的には,非線形項が消散的に作用して自由発展よりも解の減衰が速くなっている









の場合には (2.2) の場合と同様に,方程式 (2.1) の解は小さな初期値に対して時間大域的に存
在するが   tarrow+\infty のときいかなる自由解にも漸近せず,(2.3) のように位相の修正を含んだ








方程式の零条件との類似性を期待させる2つの観察を紹介しておく (前者は [42], 後者は [41]
による):




すなわち,(2.6) の形の非線形項は  \mathcal{L} と相性の良い作用素  \mathcal{J} を用いて顕わな減衰因子  1/t を
持つ形に書き替えることができる.[42] では (2.6) の形の項を “null gauge form” と呼んでい
る.
観察2.2. 非線形項が (2.7) で与えられる場合の方程式 (2.1) の解  u(t, x) に対し,





すなわち,(2.8) という変換により自由Schrödinger 方程式  \mathcal{L}w=0 へ変換される.したがっ
て (2.8) の逆変換が所望の大域解となる.大域解が漸近自由であることも,(2.8) の逆変換
 u=w+w^{3}/3+ からわかる.
3 Lifespanの評価から見た1D cubic NLS の零構造: 主結果
この節では,初期値問題
 \{\begin{array}{l}
i\partial_{t}u+\frac{1}{2}\partial_{x}^{2}u=N (u ゛ \partial_{x}'u), t>0, x\in 
\mathbb{R},
u(0, x)=\varepsilon\varphi(x) , x\in \mathbb{R},
\end{array} (3.1)
を考える.ここで  N(z, \zeta) は  (z, \zeta, \overline{z}, \overline{\zeta}) に関する複素数を係数とする斉3次多項式で
 N(c^{i0},0)=c^{i\theta}N(1,0) , \theta\in \mathbb{R} , (3.2)
を満たすものとする.以下では,  H^{k} (は Sobolev 空間 (  f\in H^{k}\Leftrightarrow^{def}\partial_{x}^{\dot{j}}\prime f\in L^{2} for  0\leq j\leq k ),
 H^{k,m} は重み付き Sobolev 空間 (  f\in H^{k.m}\Leftrightarrow^{def}x^{l}f\in H^{k} for  0\leq l\leq m ) を表す.
次の定理が,前節で掲げた問への1つの答えである.
定理3.1.  \varphi\in H^{3}\cap H^{2.1} とする.(3.2) を仮定する.関数  \nu :  \mathbb{R}arrow \mathbb{C} を
  \nu(\xi)=\frac{1}{2\pi i}\oint_{|z|=}, N(z^{\wedge}, i\xi z)\frac{dz}{z^{2}}, 
\xi\in \mathbb{R} , (3.3)
によって定める.このとき次の (1)  -(5) が成り立つ :
(1) 初期値問題 (3.1) の  C([0, T];H^{3}\cap H^{2.1}) における一意解の存在時間  Tの上限を異とす
るとき,
  \lim\dot{{\imath}}nf\varepsilon^{2}\log T_{\varepsilon}\varepsilonarrow+
0\geq\frac{1}{\sup_{\xi\in R}\{2{\rm Im}\nu(\xi)|\hat{\varphi}(\xi)|^{2}\}} . (3.4)
但し
  \hat{\varphi}(\xi)=\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{R}c^{-iy\xi}\varphi(y)dy, \xi\in
\mathbb{R}.
(2) 任意の  \xi\in \mathbb{R} に対して  {\rm Im}\nu(\xi)\leq 0 であるならば,ある  \varepsilon_{0}=\varepsilon_{0}(\varphi)>0 が存在して,
 \varepsilon\in(0, \varepsilon_{0}] のとき牲  =\infty.
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(3) 任意の  \xi\in \mathbb{R} に対して  {\rm Im}\nu(\xi)=0 であるならば,(3.1) の大域解  u(t, x) は   tarrow+\infty
のとき
 u(t, x)= \frac{1}{\sqrt{it}}\alpha(x/t)e^{ix^{2}/(2t)-i{\rm Re} v(x/t)|\alpha(x
/t)|^{2}\log t}+O(t^{-3/4+\delta}) in  L^{\infty}(\mathbb{R}) (3.5)
を満たす.ここで  \alpha :  \mathbb{R}arrow \mathbb{C} は  |\alpha(\xi)|\leq C\varepsilon\langle\xi\rangle^{-2} を満たす適当な連続関数.  \delta は任意
に小さくとれる正の数.
(4) 任意の  \xi\in \mathbb{R} に対して  \nu(\xi)=0 であるならば,次の極限が存在する:
  \lim_{tarrow+\infty}e^{-(it/2)\partial_{x}^{2}}u(t, \cdot)  in  L^{2}(\mathbb{R}) .
(5)   \sup_{\xi\in R}{\rm Im}\nu(\xi)<0 であるならば,
 \Vert u(t, \cdot)\Vert_{L^{\infty}(\mathbb{R})}=0((t\log t)^{-1/2}) (tarrow+
\infty) .
注意3.1.  \varphi\in H^{2,1} より  \{\xi\}^{2}\hat{\varphi}\in C\cap L^{\infty}(\mathbb{R}) であることと,  \nu(\xi) が  \xi について高々3次多項
式であることから,  {\rm Im}\nu(\xi)|\hat{\varphi}(\xi)|^{2}=O(|\xi|^{-1})(\xiarrow\pm\infty) . これより,(3.4) の右辺は真に正ま
たは  +\infty であることが分かる (但し,1/0を  +\infty と読み替える).
前節で取り上げた5つの非線形項 (2.2) , (2.4) , (2.5), (2.6) , (2.7) に対して  \nu(\xi) をそれぞれ
計算してみよう:
. まず (2.2) の場合,  N(z, i\xi z)=\lambda|z|^{2}z より
  \nu(\xi)=\frac{1}{2\pi\iota}\oint_{|z|=1}\lambda|z|^{2}z\frac{dz}{z^{2}}=\frac
{\lambda}{2\pi i}\oint_{|z|=1}\frac{dz}{z}=\lambda.
よって,  {\rm Im}\lambda\leq 0 ならば上記定理の (2) により 異  =+\infty . さらに,  {\rm Im}\lambda=0 と  {\rm Im}\lambda<0
に応じて (3) と (5) がそれぞれ適用できる.
 \bullet 次に (2.4) の場合 ,  N(z, i\xi z)=i(2|z|^{2}i\xi z+z^{2}\overline{i\xi z})=-\xi|z|^{2}z となるから
  \nu(\xi)=\frac{-\xi}{2\pi i}\oint_{|z|=1}\frac{dz}{z}=-\xi.
また,(2.5) については  N(z, i\xi z)=\overline{z}(i\xi z)^{2}=-\xi^{2}|z|^{2}z より  \nu(\xi)=-\xi^{2} . したがって
両者どちらの場合も  {\rm Im}\nu(\xi) は恒等的に  0 であり,  {\rm Re}\nu(\xi) は恒等的には  0 でない.よっ
て,大域解の漸近形が対数的な位相の修正を受けることを(3) からも説明できる.
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 \bullet (2.6) に対しては,  N(z, i\xi z)=iz(z\overline{i\xi z}+\overline{z}i\xi z)=0 より  \nu(\xi)=0 . (2.7) については,
 N(z, i\xi z)=z(i\xi z)^{2}=-i\xi^{2}z^{3} より
  \nu(\xi)=\frac{-\xi^{2}}{2\pi}\oint_{|z|=1}zdz=0.
したがって (4) が適用でき,解は漸近自由であることがわかる.なお,結論だけ見れば
どちらも  \nu(\xi)=0 だが,成立背景は微妙に異なることを指摘しておく5.
最後に,定理3.1に対する補足と関連事項を4点述べて本稿を終える.
1. 定理3.1に述べられた5つの主張のうち,(1) はSagawa‐Sunagawa [35] による6. 勿論こ
れは波動方程式に対する John [20] とHörmander [16] の結果 (命題1.1) の類似を意図し
ている.(2)  -(5) については,(3.3) という積分を用いないために見かけは随分異なるが,
技術的には先行研究 (Hayashi‐Naumkin [9] およびHayashi‐Naumkin‐Sunagawa[15]) で
用いられた手法を今の設定に合うように修正して用いるだけであり,真に新しいもので
はない.[35] の意義は,lifespan の下限の評価式の中に自然な形で登場する関数  \nu(\xi) を
用いてこれまでの多くの先行研究にある程度の統一的な見通しを与えたという点にあ
ると筆者は考えている.
2.  (u, \partial_{x}u, \overline{u}, \overline{\partial_{x}u}) についての3次単項式のうちで (3.2) を満たさないのは  u^{3},  \overline{u}^{3},  u\overline{u}^{2} の
3つのみである.これら3つの項に対してはいずれも  \nu(\xi)=0(\forall\xi\in \mathbb{R}) となるが,解
の大域存在は未解決である7. また,特殊な初期値に対してはこれらの非線形項に対し
ても大域解の存在と漸近挙動を示した結果はいくつかあるが,そのうちのいくつかは,
定理3.1の(3), (4), (5) のいずれにも該当しない漸近挙動を示すものとなっている.詳
しくはHayashi‐Naumkin による一連の仕事 ([10] , [11] , [12], [13], [14], [34] 等) を参照
のこと.
3. 評価式 (3.4) の最適性 (つまり上極限の評価) については,少なくとも本稿執筆段階にお
いて筆者の知る限りでは,完全に未解決である.Kita[24] によって得られた有限時間爆
発解についても,その lifespan を特定するのは極めて困難なように筆者には思われる.
5被積分関数が恒等的に消えるという意味で,(2.6) の方が (2.7) よりも “強い消え方” をしている.
6それに先行する仕事として Sunagawa [40] も参照されたい.[40] では (3. 2) よりも強い条件
 N(e^{i.\theta}z, e^{i\theta}\zeta)=e^{i\theta}N(z, \zeta) , \theta\in 
\mathbb{R}, (z, \zeta)\in \mathbb{C}\cross \mathbb{C},
を課した上で同様の評価が得られていた (このとき  \nu(\xi)=N(1, i\xi) となる).しかしこの条件を仮定しないと
きに  N(1, i\xi) という量に注目しても,例えば (2.7) のような非線形項が解の長時間挙動に及ぼす効果をうまく
説明できず,不満が残っていた.
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